﻿INTRODUCERE LR TEORIR EOJRȚIdHILOR IHTEQRRLE DE TRHIRh LHLE5CC1 PROFESOR LA ȘCOALA NAȚIONALA DE PODURI Șl ȘOSELE, DOCENT LR UNIVERSITATE BUCUREȘTI IMPRIMERIA 3 T H T CI L CJ I ' 1911 INTRODUCERE LR TEORIH ECCJHȚldniLOR IMTEQRRLE DE TRHIHPS LHLESCCI PROFESOR Lfl ȘCORLR NHȚIONflLA DE PODURI Șl ȘOSELE DOCENT LR UNIVERSITATE BUCUREȘTI IMPRIMERIR STRTULUI 1911 INTRODUCERE LA TEORIA ECUAȚIUNILOR INTEGRALE INTRODUCERE l De vre-o zece ani încoace studiul unei clase de ecuații funcționale a luat o desvoltare așâ de mare și s’a arătat așâ de rodnic în consecințe importante și diverse în cât putem spune cu siguranță că în curând el va formă unul din capitolele cele mai frumoase ale analizei Acest capitol se găsește în plină perioadă de con-strucțiune ; de aceea am crezut că este util de a strânge la un loc rezultatele obținute până acum și de a indică direcțiunile cari au rămas încă deschise cercetătorilor Toate chestiunile pe cari le vom trată sunt cazuri particulare ale problemei următoare: Să introducem o nouă operațiune efectuată asupra funcțiunii tp (x) și definită prin expresiunea : (1} CN(xs)?(s)ds Jab Această operațiune e perfect definită dacă se dă drumul de integrare ab, funcțiunea N (xy) pe care o vom numi sâmburele operațiunii și dacă integrala definită (i) are un sens Să considerăm acum o relațiune oarecare între (sy')ds+/ B(x'y's)ș(x's)ls-F Jo Jo membrul întâi având aceeaș formă ca (16), iar Ф fiind o funcțiune ușor de determinat care depinde și de valorile lui (st)dt-|-^£’N3(xyst)(x - s)fy—t)șfst)dsdt=F(xy) Luând ca necunoscută funcțiunea ș1(xy)=f Jș(st)dsdt JoJo ecuația (19) devine N(xy)®i(xy)4- N |(xys)p1(sy)ds-f-^5N2(xys)șI(xs)ds-l-f f5N3(xyst)ș1(st)dsdt=F(xy) J oJ O X Divizând prin N'(xy) se obține o ecuație de speța doua De oarece 0,(0,o)=0 este necesar ca și F(o,o)=o ; de asemenea con-dițiunea N(xy)=N(xy; ху)Фо intervine de asemenea ca condițiune necesară și suficientă pentru ca coeficienții ecuației de speța doua să fie finiți Obținem deci pe altă cale aceleași particularități ca și la ecuația lui Volterra cu o singură variabilă 16 Vî - SISTEMELE DE ECUAȚII A LUI VOLTERRA 9 Metoda aproximațiilor succesive permite să tratăm tot așa de simplu și un sistem de n ecuații liniare a lui Volterra de speța doua cu n funcțiuni necunoscute Vom numi astfel un sistem de tipul ?i(x)+E/ A pCxsjOpCsjds^fițx) (i=i n) P=i 0 Aplicarea metodei e evidentă; primele aproximații vor fi ?io(x)=fi(x), iar ecuațiile de recurență vor fi: Acelaș procedeu, întrebuințat până acum de mai multe ori, ne arată că șefiile de aproximații converg complot în tot domeniul de existență al coeficienților Apk(xy) 1 o Se poate reduce imediat un sistem de ecuații diferențiale lineare de ordin finit de tipul J n -рЧ £ aip(2)z1,(x)=/i(x) (i=i, n) ax P-i л dzi la un sistem le ecuații a lui Volterra luând ca necunoscute = и> Se pot de asemenea consideră sisteme de ecuații lineare de ordin infinit cărora li se poate aplică acelaș procedeu, având în vedere numai ca condițiunile inițiale să asigure convergența primilor membrii ai ecuației considerate VII - OBSERVĂRI FINALE 11 Din cele precedente s’a putut constată puterea admirabilului instrument analitic pe care îl constitue metoda aproximațiilor succesive și fecunditatea sa variată în toate chestiunile de existență relative la ecuațiile diferențiale lineare și la ecuațiile integrale lineare cari sunt după cum am văzut, o adevărată generalizare a celor dintâiu Ecuațiile integrale tratate până acum se pot numi regulate; o parte specială va fi consacrată ecuațiilor integrale singulare unde vom trată în acelaș timp și ecuațiile singulare ale lui Fredholm 17 PARTEA II ECUAȚIA LUI FREDHOLM CAP I FORMULELE D-LUI FREDHOLM I - STADIUL EMBRIONAR ; ISTORIC i Ecuația lui Fredholm de speța a doua e un exemplu foarte instructiv de descoperire matematică ; ea întrunește toate caracteristicile esențiale atât prin noutatea chestiunii cât și prin îndrăzneala unei treceri la limită, considerată cu drept cuvânt de d-nii G Dar-boux și E Picard ca una din cele mai frumoase din analiză Este de aceea interesant a schiță în liniile sale generale, evoluția acestei memorabile descoperiri Să considerăm ecuațiunea: (i) ț>(x) + X JjN(xs)®(s)ds — f(x) și punctele de diviziune: 2 3 n—I , , - n n n și să înlocuim integrala (i) prin suma apropiată corespunzătoare punctelor de diviziune (2), ceeace ne dă ecuația apropiată: , / n—n n 4-N x, o -4-N x, \ n /‘n i \ n Să exprimăm că ecuația (3) e verificată în punctele de diviziune (2); obținem n ecuații lineare : ș t X[N1 1ф1 -f- N12ș>2 4- + Nln?n] = G (4) ?■> 4* 4~ • • • • 4“ N2n?n] = fa ■Jii 4* ^[N111®1 4“ N112Î2 4" • • • • 4“ NnuȘn] fii 2 48 Rădăcinile acestui sistem sunt fracțiuni raționale de X, al cărof numitor comun este: i+XNHXN12 XNln XN211 —|— xn22 XN2,i (5) Dn(X) — XN,) [ XN,i2 i -|- XNnn Dacă prin urmare ecuația (i) este înlocuită prin ecuația apropiată (3), teoria ecuațiunilor lineare ne dă rezultatele următoare : a) Ecuația (3) e verificată în punctele (2), pentru orice valoare a lui X care nu anulează determinantul (5); expresiunile necunoscutelor q~i Prin urmare, întreaga teorie a formelor quadratice și bilineare pe care știința o datorește lui Weierstrass, Sylvester și Kronecker trebuii să-și găsească aplicația printr’o trecere la infinit Astfel, rolul simetriei sâmburelui apare imediat ; acestui caz s’a consacrat în special d-1 D Hilbert și școala sa Reducerea formei (6) la forma sa canonică conduce pe d-1 D Hilbert la ideea de a consideră orice ecuație integrală ca izvorul unei serii de funcțiuni ortogonale și de a legă studiul desvoltării funcțiunilor arbitrare în serii de funcțiuni ortogonale, la teoria ecuațiilor integrale Lucrările d-lui D Hilbert au apărut în 6 comunicări făcute Societății de Științe din Gbtlingen *); prima, a patra și a cincea numai, tratează despre teoria pură; celelalte sunt consacrate aplica-țiunilor Toate rezultatele datorite d-lui D Hilbert au fost regăsite și completate de unul din elevii săi, d-1 E Schmidt2), care în a sa «Inaugural Dissertation» făcu o expunere foarte elegantă, repede *) D IIu BERT Grundziige einer allgemeinen Theorie der Integralgleichungen (Gott Nach* rich en), Erste Mitteilung (5 Martie 1904) 2-te Mitteilung (25 Iunie 1904) 3-te und 4-te Mittei-lung (190;) J-te (1906) 6-te (1910) E Schmidt Entwiuklung willkiirlicher Functionen nach Systemen vorgeichriebener (1905 Iulie) și Math, Ann Bd, 63 1907, pag 433—476 20 răspândită și utilizată, a rezultatelor principale teoretice privitoare la ecuația lui Fredholm cu sâmburele simetric Cazul sâmburelui nesimetric, tratat de asemenea de d-nii D Hilbert și E Schmidt reclamă noi cercetări Deja din 1903, într’o lucrare foarte remarcabilă, d-1 J Plemelj * •*)) descopere seria de funcțiuni biorthogonale, cari sunt generalizarea funcțiunilor orthogo-nale Aceste funcțiuni au fost regăsite de d-1 B Heywood2) cu ajutorul unei metode de identificare foarte simplă; însă d-1 E Gour-sat3) este acela care într’un memoriu fundamental pune în evidență toate elementele esențiale ale problemei: noțiunea de sâmburi or-thogonali care rezultă din studiul aprofundat al sâmburelui rezol-vant, e instrumentul de cercetare comod care face inutilă orice trecere la limită și permite a trată ecuația integrală în cazul general Vom expune aci o metodă mixtă, folosindu-ne de toate lucrările precedente Metoda constă în perfecționarea metodei urmată de d-1 B Heywood și deducerea tuturor rezultatelor obținute până acum și altele noi numai din studiul aprofundat al sâmburelui rezolvant Nu va fi vorba în această parte decât de sâmburi și funcțiuni finite și integrabile II PRIMA TEOREMA A D-LUI FREDHOLM 3 Elementul analitic al soluțiunii Să considerăm ecuația integrală (7) ?(x)+Xy"baN(xs)?(s)ds=f(x) Dacă aplicăm, ca în cazul ecuației lui Volterra, metoda aproximațiilor succesive, obținem seria ф(х) = f(x)-XpN(xs)f(s)dșH-X2 fbNJ(xs)f(s)ds4- (8) Ja + (-I)pXpJabN i(x,s)f(s)ds+ *) I Pl EMELJ Fredholmsche Functionalgleichungen in der Potentialtbeorie (Wien, 12 Mars 1903) și Zur theorie der Fredholmschen FunctionalgJeichung (Monatshefte fiir Math und Physik XV 1903, pag 93—128 B Heywood Sur l’âjuation fonctionnel’e de Fredholm, i-re Pârtie (J1 de Math pures et appliquees 1908) •*) Js GourSAT Retherches sur Ies £quations inrdgrales lineaires (Ann de la Fac de Tou-louse, tome X, 2 e serie 1908, pag 5—98) ‘21 însemnând ca șî în cazul ecuației lui Volterra (9) Np(xy) =J?- ■ JabN(xsi)N(sis2) • • • N(s ,y) Isjds, dsp Vom numi expresiunea (9) sâmburele iterat de ordin p Seria (8) convergeaaă- complet în intervalul ab pentru X suficient de mic ; într’adevăr ea admite ca majorantă seria ZjNpxp, ceeace ne p = o arată că convergeau complect dacă X P2 de unde (I8) р2|/ I ap I сл eN(b—a) sX)ds- Pentru a evalua membrul al doilea, ne vom servi de desvoltarea Tayloriană (i i) a sâmburelui rezolvant; obținem astfel: j N(ssX)ds — nt -Xn , 4- 4-(-i)p \ pn‘ 4- însemnând în mod general : np I Np I(ss)ds Aceste constante joacă un rol important în teoria ecuațiunilor integrale; le vom numi pentru aceasta, urmele sâmburelui N (xy) înlocuind în (22) și integrând în raport cu X, obținem formula căutată : (23) logD((y n,x — n j 4- 4- ( - i)p 1 ’X1* 4" • • • • - 2 ' p constanta de integrare fiind nulă, de oarece D(o)= 1 10 Valorile caracteristice Importanța zerorilor funcțiunii D(X) rezultă din teorema următoare: Orice zero Xp al lui Dțk) este гт pol al sâmburelui rezolvant Intr’adevăr, egalitatea D'(X) J D(ssX)ds demonstrată în paragraful precedent, ne arată că dacă Xp este zero și al funcțiunii D(xyX), ordinul de multiplicitate în această funcțiune e cel puțin cu o unitate mai mic ca în D(X); Xp rămâne prin urmare pol al sâmburelui rezolvant Aceste zerori formează un ansamblu numerabil Fie Xp X2, Xp, aceste zerori așezate în ordinea modulelor crescătoare De oarece ordinul funcțiunii D(X) este cel mult egal cu doi, seria i 1 1 convergează cu siguranță, ceeace ne dă o indicație asupra densi- 28 tății lor Aceste zerori joacă un rol fundamental în teoria ecuației lui Fredholm; le vom numi valorile caracteristice *) ale sâmburelui, iar D(X) funcțiunea caracteristică a sâmburelui 11 Condițiunea de neexistență a valorilor caracteristice Des-voltarea în produs infinit a funcțiunii D(X) este de forma D(X) = e“i + ^ П p=i \^p/ /X\ însemnând prin E factorul primar corespunzător lui Xp Dacă \лр/ D(X) n’are nici un zero, ea se va reduce la (24) de unde deducem D(X) = -4-c log D(X) = aX + |3X2 Comparând cu desvoltarea cunoscută (23) a funcțiunii log D(X), vedem că în acest caz n;J n4 np o Reciproc, dacă np о (р>з), D(X) va fi neapărat de forma (24) și prin urmare nu vom aveâ valori caracteristice Deci Condițiunea necesară și suficientă pentru ca un sâmbure să nu aibă nici o valoare caracteristisă este ca urmele sale, începând de la a treia, să fie toate nule 2) 12 Cazul unui număr finit de valori caracteristice Când valorile caracteristice sunt în număr finit, funcțiunea D(X) va avea forma (25) / -X \ (l +J W I de unde rezultă log D(X) aX + |3X2+ £ log (i + ? I 1 \ лр / și identificând cu (23) n‘‘ X1p + x2p + + xJ(P>2) *) Eigenwerte în limba germană) Hilbert *) T Lai esco Sur l'ordre de la fonctin D(Z de Fre Iholm, CR Toine 145, 1907, pag 906 29 Reciproc în acest caz, vom puteă pune imediat pe D(X) sub forma (25) Vedem deci că urmele sâmburelui trebuie să fie, începând de la a treia, egale cu sumele de puteri asemenea а к cantități Xj Xk; însă se știe că între sumele de puteri asemenea а к numere, există o aceeaș relație de recurență de forma aonp 4“ a JnP +1 + ••• +aknp+k o și viceversa1) Deci Condițiunea necesară și suficientă pentru ca un sâmbure să n'aibă decât un număr finit de valori caracteristice este ca, între urmele sale, începând de la a treia, să existe aceeaș relație de recurență lineară și omogenă : aoni> + ainp+l + • • • 4-aknp+k ~ 0 CAP II STUDIUL APROFUNDAT AL SÂMBURELUI REZOLVANT2) I FUNCȚIUNI ORTOGONALE ȘI BIORTOGONALE i, Definițiuni Funcțiunile în număr finit sau infinit ?i(x) ®s(x)- •• ®n(x) • formează un sistem ortogonal dacă împlinesc condițiunile 2) J?i(s)?k(s)ds=Sik §ik reprezentând un simbol egal cu zero dacă іфк și cu 1 dacă i=k Un șir de funcțiuni formează un sistem, biortogonal dacă poate fi separat în două grupuri de funcțiuni ®l(x) ®2(x)•••• ?n(x) ’MX) Ф2(Х) " Фп(х) *) E Goursat Mem cite, pag 98 et T Lalesco, Sur la fonction D(A) de Fredholm, CR Tome 145, 1907, pag, 1136 s) In tot acest capitol se subînțeleg iarâși limitele de integrare a și b Asupra acestei chestiuni se poate consulta : J, I’lemelj (Mim citi,’ E golrsat (Mim citi Toulouse) в hewvood (Mim citi) și de curând a LANDSBEtta Thorie der Elem-ntarteiler iinearer Integralgleichungen (-Math, Ann IM 69, 1910 pag 227 — 266) 30 cari îndeplinesc condițiunile /©i(s)Ws)ds = Sik Un sistem ortogonal sau biortogonal este complect (ferme, abgeschlossen) dacă nu-i mai putem adăuga nici o altă funcțiune sau pereche de funcțiuni Funcțiunile ©p(x) și фр(х) cari au acelaș indice, sunt numite funcțiuni asociate Funcțiunile unui sistem ortogonal sunt linear independente, căci o relație de forma p Eck?kW=° -i înmulțită cu șk(x) și integrată de la a la b ne dă ck o In acelaș mod, funcțiunile unui sistem biortogonal, aparținând unui acelui aș grup, sunt de asemenea linear independente; aceeaș demonstrație, înmulțind cu tpn(x) dx / 2 Bi și ortogonalizarea unui șir de funcțiuni Reciproc, fiind dat un șir de funcțiuni linear independente, putem deduce prin combinări lineare un sistem ortogonal de funcțiuni Iată cum pro-cede D-1 E Goursat *): Fie C1) ?i(x),?2(x) • ©n(x) funcțiunile date Să luăm Ф^х)— ©Xх) și să alegem coeficienții c2 сз • • • cn astfel ca J[®P(s) — cp?1(s)]?1fs)ds = o (p = i, 2, n) Dacă însemnăm ®P(x) — ср?і(х) = Ф'р(х) obținem șirul de funcțiuni фі(х) ®'2(x) ■ • • ?'n(x) pentru care vom avea f®'p(s)tl,i(s)ds = o (p=2, n) 1 F, (Joi hsat (Mem, ci:6, Toulouse, pag 66) 31 Funcțiunile ®'2(x) ф'3(х) ®'n(x) la rândul lor sunt și ele linear independente Acestora le vom puteâ deci aplică acelaș procedeu și ajungem astfel, din aproape în aproape la n funcțiuni: (2) Фі(х) Ф,(х) Фп(х) cari îndeplinesc condițiile j Фі(з)Фк (s)ds o (i#k) Pentru a avea acum și J Фр2(з^з=і (p=i, n) e de ajuns aînmulțî Фр(х) prin constanta 1 1/ f 1>p2(s)ds Sistemul ortogonal (2) astfel obținut nu este unic; într’adevăr funcțiunile фр'(х)= Еаіікфк(х) (P = Ir • • n)-k=l In care determinantul a^ este ortogonal formează și ele un astfel de sistem; este evident, reciproc, că în acest mod epuizăm toate sistemele ortogonale echivalente cu (1) Intr’un mod absolut analog, să considerăm două șiruri de n funcțiuni linear independente ®i(x) ®2(x) ®n(x) ф|(х) ф2(х) фп(х) astfel că nici o combinare lineară de funcțiuni ®P(x) să nu fie ortogonală în acelaș timp cu toate funcțiunile фр(х), Zic că în acest caz se va puteâ deduce un sistem biortogonal într’adevăr, să luăm ®i(x)~Фі(х) și să însemnăm prin фі(х) o combinare lineară, — totdeauna existentă — a funcțiunilor фр(х), astfel că У *4(s)4’ j(s)ds±o 32 Să determinăm acum coeficienții а^ аз anșib2, Ьз bn astfel ca să avem J'F-i(s) [®p(s)—apși(s)] ds=o i(s) [ ®p(s)—bp?i(s)] ds=o și să notăm ?p(x)—ЭрФі (x) șp'(x) • 'l'p(x)—bpT^x) фр\х) ^P 2’ • • • • nl- Obținem astfel funcțiunile ф1(х) ?/(x) • • • ?n'(x) T,(x) și avem relațiile H’l(s)|pz(s)4s o V (P 2, ■ • • • n) J'4\(s)© '(s)ds o Funcțiunile (4) ?2'(х),?з'(х) ©„'(x) |/(x) Ъ'(х) ■ • • • 'K(x) sunt în fiecare grup de asemenea linear independente și nici o combinare lineară a funcțiunilor i(s)^k(s)ds = o dacă i 4 к șiy p(s(' pp(s)ds4o; dacă înmulțim în sfârșit perechea Фр(х),фр(х) prin constanta 1 V f *p(s)®P(s) Îs obținem sistemul biortogonal căutat Acest sistem nu este unic; într’adevăr, clacă punem 11 ф'р(х)=£аргфі(х) n= 1 (5) n (p=i,- n) n=i funcțiunile Ф'г(х) și ?'p(x) vor formă și ele un sistem biortogonal, dacă n=i jUjrbkr— Sjk-n Determinantul | a,k | Ф o este arbitrar; relațiunile (5') determină însă, odată | a;k | dat, într’un mod unic determinantul | bik | Reciproc dubla substituțiune (5) pe care noi o vom numi substi-tuțiune biortogonală ne dă sistemul biortogonal cel mai general echivalent cu (3) Procedeele regulate de reducere sunt evident aplicabile și în cazurile când șirurile (1) și (3) sunt infinite 11 3 Funcțiunile de forma ®(xy) = ?р(хЖ(у)- p=t vom avea nevoie mai târziu de următoarea teoremă: Dacă o funcțiune ș(xy) a cărei urmă este finită, verifică relația (6) ®(ХУ) =J?(xs)?(sy)ds, ca e neapărat de forma: (7) ?і(х)Ыу) + ?2(х)Ыу) + • • • + ?п(х)фп(у) funcțiunile o și ф formând două grupuri ale unui sistem biortogonal Să observăm mai întâiu că urma este neapărat un număr întreg și pozitiv într’adevăr, să considerăm m4-i), pentru rest Termenii sumelor a doua și a treia din membrul al doilea neexistând în primul membru, vom aveă pentru toți indicii (19) ?p(xs)'K(sy)ds = /'-pp(xs)?q(sy)ds = o ceeace ne arată de la început că toate funcțiunile ?(xy) sunt ortogonale cu funcțiunile ф(ху); cu alte cuvinte că funcțiunile Gi(xyX) și P(xyX) sunt ■ rtogynalc pentru toate valorile lui X In fine, a patra sumă ne dă relațiunile (20) фр+(і+1(ху) =j4-p(xs)^(I(sy)ds Reciproc, relațiunile (17) și (18) fiind îndeplin'te, Gi(xyX) este un sâmbure rezolvant de oarece verifică ecuațiunea generală a sâmburilor rezolvanți; sâmburele corespunzător va fi G(xyo) ?m(xy) - (—Xj)'» ?m-l(xy) (- X^-i ?i(jy) -r-X, care se mai numește și partea sâmburelui relativă la polul Xt După o observație prece lentă, această parte este ortogonală cu restul sâmburelui; ea poate fi deci studiată separat Să observăm în sfârșit că sâmburele P(xy) nu mai are pe Xj ca valoare caracteristică 7 Funcțiuni principale Pentru a găsi expresiunea generală a funcțiunilor ?P(xy), va fi deajuns să rezolvăm sistemul de ecuații (21a) (21b) p+q m+i s care caracterizează, după cum am văzut, aceste funcțiuni 40 Să considerăm întâiu cazul p=q=i, adică ecuația ®1(ХУ)= j ®i(xs) oarecare și invers; se obțin relațiunile (22) op+4(xy)= j 2(sy)ds= f )ds (xy) J o3(xs)®2(sy)ds=J ș2(xs) m(xy)= / oin 1(xs)o2(sy)ds= / tp2(xs)®m [(sy)ds Celelalte relațiuni (21a) sunt consecința ale acestora Intr’ade-văr să considerăm relația: ?p + q 1(X)= J 2) se obțin din o2 (xy) prin iterații succesive; în sfârșit condi-țiunea (24) se poate enunță zicând că sâmburele iterat de ordinul m—I al lui (xy) este identic nul Putem atunci rezumă rezultatele obținute sub forma următoare-: a) Funcțiunea (xy) este o sumă ie produse de funcțiuni asociate ale unui sistem biortogonal finit, numite funcțiuni principale; avem : n ?! (xy)=S?p (Х)ФР (у)' P=1 b) Funcțiunea 2 i+Xann însemnând pentru prezentare apq~|ap(s)bq(s) ÎS Teoria ecuațiunilor lineare, aplicată sistemului (28) ne permite deci a enunță rezultatele următoare: a) Dacă determinantul Z)(X) este diferit de zero, sistemul (28) admite un singur sistem de soluțiuni ; deci, în acest caz ecuațiunea lui Fredholm admite o singură soluțiune dată de expresiunea (27) b! Dacă D(X) = 0 — ceeace are loc pentru n valori ale lui X — ecuațiunile (28) omogene, adică fără membru al doilea, vor admite soluțiuni Dacă ordinul minorului principal al sistemului (28) este r pentru X=Xt (minorul este un determinant de ordinul n—rl, so-luțiunea generală a sistemului va fi de forma: kp = p1mir,-j-p,m2p-|- +prmrp (p= 1 n) p, p2 ?r fiind parametri arbitrari înlocuind valorile lui kp astfel obținute în expresiunea (27) a lui ș(x), obținem : o(x) — Pi ș,(x +?2 ?/x)-|- + pr ©r (x); iar funcțiunile ?q(x) - mqt а/х)-|-тч 2 a 2(x)+ -|- mqn a„(x) (q=i, r sunt linear independente In acest caz, prin urmare, ecuațiunea omogenă fără membrul al doilea va admite r soluțiuni linear independente Ele se numesc soluțiuni fundamentale ale ecuațiunii integrale (25') Vom numi rang al unei valori caracteristice, numărul de soluțiuni linear independente pe cari le are ecuațiunea omogenă pentru X=XP In cazul nostru, rangul lui X, este r c) Ecuațiunea asociată Ф(х) + л j [aifs^fx) + -j- an(s)bn(x)]’14s)ds— f(x) 44 se obține din (25') schimbând funcțiunile aq(x) și bq(x) între ele Termenul general al determinantului sistemului (25') fiind ai(s)bk(s)ds acel al ecuațiunii asociate va ii Determinanții caracteristici sunt deci identici, de oarece unul se deduce din celalt prin schimbarea liniilor cu coloanele Ecuațiunea asociată are deci aceleași valori caracteristice, fiecare de aceeași multiciplitate și de acelaș rang d) Să considerăm acum ecuațiunea (25') în cazul când X este egal cu o valoare caracteristică Xt, însă membru al doilea diferit de zero Pentru ca ecuațiunile (28) să fie compatibile trebuie și e de ajuns ca determinanții bordați ai minorului principal să fie toți nuli Avem r determ’nanți bor lăți;prin urmare, avem cel mult r condițiuni independente In loc de a le obține direct prin metoda algebrică, să observăm că dacă îmulțim ecuația f(x) = ș(x) -|- Xj cu ’J>p(x)dx: și integrăm obținem Jf(s)^pțs) Îs = jo(s р н(у) p=i п,—1 Tî2(xy) =2 ЪрФр2(х)Ф2р+1(у) i • • nn—1 ф2г(*у) = S WW^p+ity) 1 Obținem deci în acest caz 2n funcțiuni principale speciale pe cari le vom numi și funcțiuni fundamentale *) cari se separ în r grupe de 2nn 2п2 2ПГ, fiecare grup dând forma generatoare a unui sâmbure canonic respectiv de ordinul nb n2, nr Intr’adevăr, dacă formăm pe de oarece toate funcțiunile unui grup sunt ortogonale cu funcțiunile asociate ale celorlalte grupuri Am căpătat astfel acest rezultat important: In caztil general,sâmburele Gj(xy) este suma unui număr finit de sâmburi canonici, ortogonali între ei, de ordin nt, n2 nr Avem n=n1 + n2+ 4-nr 34' G1(xy)=G1'(xy)-|-G12(xy)-|- H-Gf(xy) Ordinul lui X( ca pol este egal cu cel mai mare dintre numerele n4 n2 nr; dacă m este acest ordin, prima egalitate (34) ne dă evident n m -|- r — 1 Egalitatea n’are loc decât în două cazuri : dacă polul es e de primul ordin sau dacă nu este decât un singur sâmbure canonic de ordinul m, ceilalți fiind toți de primul ordin *) Funcțiunile asociate sunt acelea cari au ambii indici respectiv egali 49 Soluțiuni fundamentale Fiecare sâmbure canonic compunător are un singur grup de soluțiuni fundamentale distincte Soluțiunea ФДх) fiind ortogonală cu toate funcțiunile V ale celorlalți sâmburi, vom aveă: yG14(xs)tb1r(s)ds = o pentru toate valorile lui q afară de p Prin urmare, deoarece 1P(x)-|-XiyG1P(xs)‘l’1P(s)ds=o vom aveâ și t) De aci rezultă că funcțiunea '^(x) este ortogonală cu toat 2 soluțiunile fundamentale ale ecuațiunii asociate In cazul unui pol multiplu, există prin urmare soluțiuni fundamentale cari sunt or-tooonale tuturor soluțiunilor fundamentale ale ecuațiunei asociate Această proprietate nu are loc când polul este simplu, căci la fiecare soluțiune Фр(х) corespunde soluțiunea asociată 4’p(x); astfel în cât Jrl>p(s)'Fp(s)ds = I Deci, condițiunea necesară și suficientă pentru ca un pol să fie simplu este că la fiecare soluțiune Ф(х) să existe o altă soluțiune a ecuațiunii asociate așâ fel ca j&(s)'l‘(s)ds=i i 2 Cazul unui pol multiplu In cazul unui pol multiplu, să scrim sâmburele canonic de ordinul n sub forma : Ф1(ХУ) + Ф2 (f)dsdt, adică tocmai ecuația (37), de oarece al doilea termen din membrul al doilea este și el nul în virtutea proprietății de ortogonalitate Obținem astfel teorema următoare: iJacă ~K este egal cu o valoare caracteristică X( de multiplicitate n și de rang r, ecuația lui Fredholm omogenă va admite r soluțiuni linear independente, numite soluțiuni fundamentale Ecuațiunea asociată are exact acelaș număr de soluțiuni fundamentale Aceasta este teorema a doua a d-lui Fredholm 14 Teorema a treia a d-lui Fredholm Raționamentul precedent ne arată că și ecuațiunile și ?(x) + X^GjxslofslJs f(x) sunt de asemenea reciproce; ele deci vor й compatibile în acelaș timp Prin urmare, aplicând un rezultat dejă stabilit relativ la ultima ecuațiune: Condițiunea necesară și suficientă pentru ca o ecuațiune a lui Fredholm cu membrul al doilea f(x) să fie rezolubilă pentru o valoare caracteristică X—Xb este ca f(x) să fie ortogonal tuturor soluțiunilor fundamentale ale ecuațiunii asociate, relative laf Aceasta cst2 teoren a a treia a d-lui Fredholm 53 IV DESVOLTĂRI DIVERSE 15 Construirea unui sâmbure având un număr finit de valori caracteristice Rezultatele capitolului precedent ne permit de a trata acum problema următoare : Să se determine forma cea mai generală a unui sâmbure cu n valori caracteristice de multiplicitate și rang date Pentru aceasta să facem întâiu observația următoare, cuprinsă de fapt într’o teoremă deja stabilită : Părțile unui sâmbure, care corespund la două valori caracteristice diferite, sunt ortogonale între ele într’adevăr, dacă însemnăm : N(xy) = G/xy) 4- G2(xy) -I- Q(xy) sâmburele G/xy), ortogonal cu G2(xy) -|- Q(xy, va fi ortogonal și cu Q(xy) De aci rezultă că sâmburii G/xy) și G2(xy) vor fi de asemenea ortogonali Să însemnăm prin Gp(xy) sâmburele general corespunzător unei valori caracteristice Ăp de multiplicitate și rang date, sâmbure pe care știm să-l construim Este evident că expresiunea G/xy) 4- G2(xy) 4- 4- Gn(xy) 4- E(xy) în care E(xy) reprezintă un sâmbure fără constantă caracteristică va fi sâmburile căutat, cu condiție ca diferitele sale părți să fie ortogonale între ele, după cum rezultă din observarea precedentă Pentru aceasta, e de ajuns mai întâiu ca funcțiunile fundamentale, cari servesc pentru construirea sâmburilor Gp(xy), să formeze în ansamblu un singur sistem biortogonal; funcțiunea E(xy) trebuie după aceea și ea să fie ortogonală tuturor sâmburilor Gp(xy) 16 Cazul unui număr infinit de valori caracteristice Raționamentul precedent se generalizează în mod evident și pentru cazul unui număr infinit de valori caracteristice, cu condiție ca seria 00 să fie convergentă și integrabilii în raport cu vaiiabilele x și у, O 54 âondițiune necesară pentru aceasta, este ca exponentul de convergență al valorilor caracteristice să fie cel mult egal cu 2; cu alte cuvinte, seria y~j/Xn2 trebuie să fie convergentă Nu s’a putut demonstra până acum că această condițiune este suficientă, nici nu s’au formulat condițiunile necesare și suficiente 17 Sâmbure fără constantă caracteristică Sâmburele ? ,(xy) = а1Ф1(х)'Г ,(у) + + an ( Фп і(х)Ф,/у) ne-a dat dejă un exemplu de sâmbure fără valoare caracteristică In mod mai general, dacă seria 00 Е("У) 'l’n('-)'rn4-i(y) n = I converge uniform, va constitui de asemenea un sâmbure fără valoare caracteristică, căci toate urmele sale sunt nule ; funcțiunile Ф și T formează, bine înțeles, cele două grupe ale unui sistem bior-togonal Aplicând funcțiunilor Ф și T o substituție biortogonală oarecare, vom obține astfel o clasă foarte întinsă de sâmburi fără constante caracteristice Iată câteva exemple : Să luăm Фп(х) = cosnx , vFn(y) = cosny și ^2 |a»| — A obținem sâmburele 00 an cosnx cos(n 1 )y n = I In acelaș mod să considerăm Ф2п(х) =’*Г2„(х) = sin nx și ‘I’îii4 i(x) = T2n f- i(x) = cos nx; obținem sâmburele 4): 00 an cosnx sin ny ii = i ■) E Goubsat M Cite (Ann, de Toulouse, pag S7 — 8S) 55 CAP III SÂMBURI SPECIALI I SÂMBURELE SIMETRIC 1 D-1 D Hilbert are meritul de a fi pus în evidență rolul simetriei sâmburelui în teoria ecuațiilor integrale D-sa a studiat complet acest caz; elevii săi, d-1 E Schmidt, în particular, l-au ajutat a da rezultatelor obținute o formă și demonstrațiuni simple și elegante, pe o cale directă In această lucrare toate rezultatele relative la sâmburele simetric decurg imediat din teoria generală 2 Teorema d-lui D Hilbert Orice sâmbure simetric are cel puțin o valoare caracteristică Această teorem^ a fost stabilită pentru întâia oară de d-1 D Hilbert1) ; D-1 E Schmidt i-a dat o demonstrație direct, luând-o ca teoremă fundamentală 2) Pentru demonstrație este suficient de a observă că п^-н-о In-tr’adevăr : n4=J NjțSjS^dSjds, Dar sâmburele Njțs^g) =jN(s1s)N(ss 2)ds nu poate fi identic nul în tot pătratul de integrare, fiindcă în particular, pentru S|=s 2, avem Prin urmare, avem într’adevăr n4#o Această teoremă se poate enunță și astfel: Un sâmbure fără constantă caracteristică nu poate fi simetric Observație La enunțarea acestei teoreme nu ținem socoteală de sâmburii discontinui, cari sunt egali cu zero, aproape 3) în tot intervalul de integrare; pentru asemenea sâmburi teorema precedentă nu mai este adevărată Să luăm de ex sâmburele, nul pre *) D Hilbeut, Grundziige I Mitt (pag 72) 2) E Schmidt Entwicklung willk Functionen I Tei! (Mah Anii Bd 63, pag 455) a) Ne vom folosi de această copresiune, Întrebuințată de d 1 Pi aNCHEREL, pentru a înlocui perifrază tafară de un ansamblu de o întindere nulă» 5в tutindeni în pătratul (01,01) afară de diagonala (0,1) și un număr finit de perechi de drepte, paralele cu axele, întâlnindu-se pe diagonală, unde sâmburele are valori pozitive Pentru acest sâmbure avem : dar n2 J N(S|S,)“ ls,ds2 = o de oarece funcțiunea N(S]S2) nu este diferită de zero decât pe un număr finit de drepte; în acelaș mod np = o (p>>2), prin urmare, D(X) = ea’ (x) • ?»(y) vi 64 partea caracteristică a valoarei vi; acea relativă la — vi va fi atunci ?i(x)?i(y) + ®nW?n(y) — vi și aceste două părți reunite împreună dau ®1(х)?1(у) — ?i(*)?i(y) 4“ • • • 4“ ?n(x)?„(y) — ©,,(x)l>n(y) ? VI adică o expresiune simetric strâmbă Dacă, prin urmare vom extrage dintr’un sâmbure, care are un număr finit de valori caracteristice, părțile caracteristice ale tuturor acestor valori, vom obține ca rest un sâmbure simetric strâmb fără valoare caracteristică, care în virtutea proprietății c) va fi identic nul Vom cită ca exemplu de sâmbure simetric strâmb sâmburele sin n(x—y) care în intervalul (o,2tc) are funcțiunile fundamentale e+iixî corespunzătoare la valorile caracteristice 4=— 27Г 11 Inegalitatea lui Bessel In domeniul complex putem obține o inegalitate analoagă cu aceea a lui Bessel Fiind dat sistemul de funcțiuni fundamentale ®l(x) ®1(X) ?2(x) ?^(x) • • • ®n(x) ?n(x) ale unui sâmbure simetric strâmb, avem: = d2 + Ы2 +•■• + lc" s-/f(s)2ds în care cn i(s)©n(s)ds Această inegalitate rezultă din relația evidentă J[f(s) —Ci (xy) = /N(xs)G(sy)ds să fie deasemenea simetric i) Această inegalitate este o aplicație a inegalității (A11Э j 4- A jBj 4~ AnBn 4- Bn An) - ■ H e 1 BnB*)> Care se obține exprimând că lorina quadratică în A: (a j 4- В |) (AjA I Bț) 4- -f- ^AuÂ -4- Bn) (A||Â 4- Bn) e^te definită ț»i pozitivă Й6 Această clasă de sâmburi a fost semnalată de D-1 J Marty *) • ea conține toți sâmburii speciali studiați până acum Așa, de exemplu, sâmburele de forma1 2) (Hilbert) A(x)G(xy) — G(xy) simetric și definit — e un sâmbure simetrizabil, de oarece sâmburele J G(xs)A(s)G(sy)d s este simetric In mod mai general, sâmburele A(x)G(xy)B(y (Goursat) este de asemenea simetrizabil, de oarece prin compunerea sa înainte cu sâmburele B(x)G(xy)B(y) obținem iarăș un sâmbure simetric Să cităm în sfârșit sâmbureleyN(xs)G(sy)ds (Marty) în care G(xy) și N(xy) sunt simetrici, iar unul din ei definit; dacă G(xy) este definit, sâmburele considerat devine simetric prin compunerea cu G(xy) 14 Soluțiunile fundamentale asociate Pentru sâmburii sime-trizabili următoarea observație este de primă importanță Dacă 1(s)ds = o cu G(xt)dt și să integrăm • se obține Ф1(х) — Л,y'G(xt)N(ts) Existence des Solutions singuli£res pour certaines £quations de Fredholm, luid pag, 1031, n Valeurs singuli£res d’une £quation de Fredholm Ibid, pag 1499 2) D Hilbert Grundziige etc, 5te Mitt (pag 462—472) D-1 D Hilbert a studiat în mod complet sâmburii de acest tip, funcțiunea A(x) putând avei un număr finit de schimbări de semn; școala germană numește ecuația integrală corespunzătoare ecuație integrală polarii 67 sau, în virtutea simetriei lui H(xy) фі(х) — Ă1J'G(st)N(tx)(p1(s)dsdt = o sau, încă, ținând seama și de simetria lui G(xy) : ^(x) — N(tx)'|/t)dt = o Observație O demonstrație analoagă ne arată că aceeaș teoremă subsistă și pentru sâmburii de tipul (b); trebuie schimbate între ele cuvintele «date» și »asociate« 15 Proprietățile valorilor caracteristice, a) Valorile caracteristice sunt reale Într’adevăr, dacă este o valoare caracteristică, având pe 7) va aveâ o măsură u ceeace este p=n evident totdeauna posibil, de oarece r]n și rn tind către zero odată \ In aceste condițiuni, să excludem din intervalul (ab), toate an-n samblele în cari diferențele funcțiunilor (2) sunt respectiv mai mari ca Tjn, ; măsura sumei acestor ansamble scoase este mai mică sau cel mult egală cu iQn + TQn-f-1 + • • Intervalul care rămâne, a cărui măsură I« este mai mare ca b — a — e, estd intervalul căutat într’adevăr nu putem aveâ în acest interval: I I -f- к (x) — | > 7] (m П) căci t] 7]m; or noi am exclus intervalele în cari diferența funcțiunilor șirului (2) este mai mare 7]m Proprietatea este astfel stabilită Șirul (2) tinde, deci, uniform în I« către o funcțiune f(x) Această funcțiune, definită astfel în tot intervalul, afară poate de un ansamblu având o măsură nulă, este o funcțiune limită a șirului (1) Mai întâi, ea aparține ansamblului fi, căci vom aveâ:1) /(,)Wdx p Egalitatea (4') este astfel stabilită Am găsit deci o funcțiune care admite constantele fn, drept constante Fourier, în raport cu șirul (3) Ea este și singura funcțiune care se bucură de această proprietate, fiin Ică dacă ar mai fi încă una ф(х), diferența f(x) — ф(х) ar fi ortogonală tuturor funcțiunilor ©n(x), ceeace este imposibil, de oarece șirul (3) este complect 5 Teorema d-lui Schmidt asupra sâmburilor nesimetrici D-1 E Schmidt a publicat, în Dissertația Inaugurală, o extensiune a teoremei sale, pentru cazul sâmburelui nesimetric FieN(Xy) un sâmbure nesimetric aparținând lui Li și să însemnăm: N'xy) =JN(sx)N(sy) Is N(xy) =J N(xs)N(ys)ds 79 Acești doi sâmburi sunt evident simetrici; ei sunt și pozitivi într’adevăr, avem: J N(xy)h(x)h(y)dxdy = JN(sx)h(x)dx j2 și acelaș lucru pentru N(xy) Valorile caracteristice ale sâmburilor N(xy) și N(xy) sunt deci pozitive Ele sunt aceleași; într’adevăr, fie Xn2 o valoare caracteristică a lui N(xy) și n(t)^n(s)ds Prin urrrjare J^n2(s)ds =J^n2(s)ds — 1 Deci ’-pn(x) este o funcțiune fundamentală a lui N(xy), pentru valoarea caracteristică Xn2 Obținem astfel rezultatul următor: a) Sâmburii simetrici N(xy) și N(xy) au aceleași valori caracteristice, toate pozitive ; le vom scrie sub forma Xn2 2 Dacă funcțiunile caracteristice ale sâmburelui N(xy) sunt: ?l(x) ?ă(x) • • • ?n(x) acelea ale sâmburelui N(xy), vor fi Ф1(х) Wx) ■ • • Фп(х) 80 în care : фп(х) = AnjN(xs) ds = f(x>- E de ajuns acum de a aplică formula bine cunoscută: și de a luă ca necunoscută, în locul lui чР1(х)4-С2х^Р2(х)+ +CnxrnPn(x)+Qf(x) (Pk(o)+o) în care r15 r2, rn sunt rădăcinile, presupuse întâiu distincte și cu diferențe neîntregi, ale ecuației determinante Q^x) înseamnă o soluție particulară a ecuației (4), cu al doilea membru; ea poate totdeauna să se pună sub forma 4): (5-) +x ,p!W£2^fe^+ -P (x) (Qu(o)* *o) Un mic raționament ne arată imediat că această soluțiune este totdeauna finită și de forma xn+1q(x), dacă integralele cari figurează în expresia sa, au un sens In adevăr, ordinul infinitesi-mal în x a expresiunii de sub semnul j" care figurează în termenul general este cel puțin 2)R(n-|-i — и—1) = R(n—гі) Dacă deci R(n—гі)>*—i, pentru ca integrala corespunzătoare să aibă un sens, va trebui să luăm а,=о ; în acest caz, ordinul infinitesimal al integralei va fi cel puțin egal cu R(n—n-f-i), și prin urmare termenul în întregime va aveâ un ordin cel puțin egal cu n-|-1 Se obține această formulă întrebuințând) de exemplu, metoda variației constantelor *) R(x) înseamnă partea reală a lui x 86 Dacă R(n—Гі) — 1 trebuie a luâ ca limită inferioară o valoare pentru ai arbitrară pozitivă, dar diferită de zero Ordinul infinitesi-mal va fi atunci egal cel puțin cu q ; dar cum în acest caz avem Rri^n-j-i, ordinul infinitesimal al termenului respectiv va fi deci totdeauna cel puțin egal cu n-|-i In toate cazurile expresiunea (5') ne dă deci o soluție a ecuației (4), finită și de ordin infinitesimal cel puțin egal cu n-j-t Dacă se lasă constantele ai 4 o, arbitrare, expresiunea (5') reprezintă soluțiunea cea mai generală a ecuației (4), care e finită și de ordin infinitesimal în x, cel puțin egalcun-j-i Ea conține constantele arbitrare, în număr egal cu rădăcinile ecua-țiunii algebrice (2'), astfel ca Rn n-j-i Este acum foarte ușor a demonstrâ convergența regulată a aproximațiilor succesive In adevăr, în intervalul de integrare avem: I f(x) Г \ AQ(x)f(x)dx xnPițx) / * 1 X 'Лі Хгі-И și, prin urmare, , , N M I zi(x) I (s)dsn+1 ne arată că dacă p = Jo (x—z)i-» obținem astfel ecuațiunea: (8) J K(xs)©(s)ds = F(x) Aceasta este o ecuație a lui Volterra, al cărei sâmbure nu mai devine infinit pentru x = y In adevăr, facem în (ya) schimbarea de variabilă, S — y = t(x — y) obținem imediat: K(xy) = dt, ceea ce ne arată că sâmburele K(ky) este finit pentru x —y Artificiul de calcul întrebuințat ne obligă a arătă acum că, reciproc, ori-се soluție a ecuației (8) verifică și pe (7) Aceasta revine la a arătă că ecuația Г* h(s) Îs Л (X S)1-“ = O nu admite altă soluțiune de cât h(x)=o Pentru a stabili acest rezultat să compunem ecuația precedentă cu — și să aplicăm formula lui Dirichlet Obținem astfel imediat: ir sin arc S = O, o de unde rezultă h(x)=o 5 Problema lui Abel Abel a considerat ecuațiunea >x a Pentru a obține acum o soluție a ecuației (9') în tot intervalul (a -> 4~ °°) putem procedă prin prelungire Scrim ecuația (9') sub forma (10) 0; este evident că în cazul a-|-(3—i b(|l^&^ds Presupunem de exemplu y 1 ; un raționament identic este aplicabil pentru A3 Avem deci УP(xs) Q(sy)ds G2(A1+A2+A3) (x—y)“ ceea ce demonstră teorema 8 Proprietățile sâmburilor iterați i° Sâmburile iterat de ordinul к al unui sâmbure Abelian, este un sâmbure de aceeaș formă, de exponent țk-\- -0a—k, dacă acest din -urmă exponent este pozitiv In adevăr, după teorema precedentă, o iterație mărește exponentul a — I; după к iterații, exponentul va fi deci egal cu a-|-k(a—1)— (k-]-i)a—k 20 Șirul sâmburilor iterați al unui sâmbure abelian nu conține decât un număr finit de sâmburi singulari Dacă к este primul număr întreg mai mare de cât —-—, sâin-I —a burile iterat de ordinul к nu mai devine infinit pentru x—y In a adevăr, dacă к > , vom aveă (k-l-i)a—k \y / \y I Vom stabili această proprietate pentru Observăm pentru aceasta, că formula (16) poate încă să se scrie, grupând termini din к în к : /\ \ 00 00 00 (l8) — 4пхТ Enpk+1X^+x2npk+2X^+ + Xk-i2npk+kXk ' • p=t p -i p=i -д^+хі^ч- +Xk-tik(xt) Al doilea membru al relației (18) este o funcțiune meromorfă de X In adevăr, expresiunea: ^r(xy) 2 NPk+r(X) )^pk p = l Э5 este elementul analitic al soluțiunii ecuațiunii integrale Zp(s s)ds Funcțiunea ДР(Х) este deci și ea o funcțiune meromorfă de X Al doilea membru al relației (i 8), va reprezenta deci, el însuș o funcțiune meromorfă de X, pentru că este suma a Ic funcțiuni me-romorfe Ori, el este identic egal cu derivata logaritmică a unei funcțiuni; această din urmă funcțiune nu poate, deci, fi decât o funcțiune întreagă de X io Ordinul lui Dk(X) Extensiunea teoriei la sâmburii abeliani 1) Pentru a determină ordinul lui Dk(X), vom stabili mai întâiu o formulă preliminară In relațiunea n2X* n2X2 Xk logD(X)- -p - să înlocuim X, respectiv prin X, aX, akX, însemnând prin a o rădăcină primitivă de gradul k-|-i a unității; obținem (19) log D(X) • D(aX) D(akX) = - f] P=i P Fie Dk(X) funcțiunea determinantă a sâmburelui Nk(xy) ; se recunoaște îndată că al doilea membru al relației (19), nu este altceva decât log Dk(Xk+1) Vom avea deci, trecând de la logaritmi la numere: D(X)D(aX), D(akX) - Dk(Xk+1) Se deduce imediat 2), 0к(Х)0к(аХ) 0k(akX) D(X)D(aX), D(akX) — S>k(Xk+i) *) A se vedeă H Poincăree: Remarques diverses sur l’6quation de Fredholm (Acla Math tome 33 1910) și T LaLESCO Sur l’ordre de la fonction D(Z) de Fredholm (Compte Rendus Paris t 145 pag 136) 2) Se poate stabili, prin aceeaș metodă, o formulă analoagă pentru Z(xy, X) 6¥(xy: aX) 6¥(xy; akX) =6Vk(xy; Xk+1) -f-Rezultă și o formulă analoagă pentru Dk(xy,X) 66 Fie acum ni ordinul lui 5)k(Ă) Cum funcțiunile £>k(a‘M au evident acelaș ordin, produsul lor va fi și el de ordinul m Dar egalitatea precedentă ne arată că ordinul produsului este egal cu acel a lui 5)k(Xk+1), care îl știm, este cel mult egal cu 2(k-|-i) Rezultă deci că m^ 2(k + i) Ordinul funcțiunii Dk(Ă) este deci cel mult egal cu 2k-f- 2 Formula — log Dk(Ă) ne permite atunci de a conchide teorema următoare: Condițiunea necesară și suficientă pentru ca un sâmbure abelian, de exponent a și kf, să nu aibă nici o valoare caracteristică, este ca urmele sale, plecând de la acea de rang 2 k 3, să fie toate nule Toată teoria sâmburilor regulați, este atunci în întregime aplicabilă și sâmburilor abeliani, Observare Pentru cazul când a se poate ușor obține suprimarea factorului e“ix, în chiar formulele lui Fredholm E de ajuns pentru aceasta de a înlocui în fiecare din determinanții N(x (x; a,b) Ea este o funcțiune uniformă de x și de parametrii a și b In adevăr diversele integrale care figurează în expresiunea lui (x) este o funcție multiformă, pentru că fcls 1 РЛ I | — = log - I —I— 2 П1 -'ab s \aj astfel că valoarea funcțiunii f(x), apare ca depinzând de parametrul arbitrar întreg n Drumul de integrare nu trebuie evident să treacă prin origină, astfel că dacă voim a ne menține pe axa reală, va trebui să înconjurăm origina, sau mai bine cum a indicat d-1 E Picard, să excludem un mic interval (e,iq) împrejurul ori-ginei și să facem să tindă în urmă e și 7] simultan către zero, raportul dintre ele rămânând constant; soluțiunea apare atunci ca depinzând de un parametru absolut arbitrar 12 Teorema d-lui Picard1) Intr’un mod mai general, să considerăm sâmburele N(xy), unde N(xy) înseamnă o funcțiune întreagă de x și y Se poate demonstra că soluțiunea ecuațiunii lui Fredholm corespunzătoare, este, în domeniul complex, o funcțiune multiformă, depinzând omografic de un parametru arbitrar E de ajuns pentru aceasta, a demonstra că funcțiunile D^X j și D(X) sunt funcțiuni care depind linear de un același parametru întreg n Să facem mai întâi observarea următoare: Determinatul Nr1 *2 ' ’ *p j este divizibil prin Д2 — Г1 (xi—x^)2, \X1 x2 ’ • ХР/ к —1 dacă JV(xy) este un sâmbure cu derivată lipschitziană In adevăr determinantul se anulează împreună cu prima sa derivată în raport cu Xj, pentru х,=Хк *) E Picard, Une Иіёогёте gdndrale sur Ies 6quations integrales singuli£res, (Comples-Ren-dus, Juin 1911, tome 152) 99 Să luăm acufri expresiunea : i sls2 Sp cSjSa sp \SjS2 sp 2 • • dsp Rezidiul acestei integrale în raport cu s15 este Or, în virtutea proprietății precedente, cantitatea n[° s2 • • ■ sp\ у O Sq • ■ Sp J este de sigur divizibilă prin s| s^ s“ Reziduul Rp reprezintă deci o funcțiune uniformă, care nu mai depinde de drumul de integrare C1? acelaș pentru toate variabilele Sj sp Cum, pe de altă parte 1 N(S‘S2 SjSg - Sp \SjSa sp\ Sp/ este o funcțiune simetrică de Sj s2 sP) rezultă că înconjurând odată origina, în sensul pozitiv, expresiunea (20) se va mări CU p 27ÎI Rp Prin urmare, în domeniul complex, vom aveă: punând: D(X) = Dj(X) + 2idnXD2(X), D,(X) = У- [ -' n[° S1S2 ptjop!-'c1s1s2 sp \oS1s2 p I dsjds,—dsp sp/ • Funcțiunile D4(X) și D2(X) sunt evident funcțiuni întregi de X Vom aveă, de asemenea, în acelaș timp: DJxX =D, XX 4- 2idn XDJXX Чу I Чу у 1 Чу unde avem: D2N=s^f —-—N(os*Sî \У / p!J0,3^2 Sp \OSjS2 I ds|ds2—dsp Sp/ teorema este astfel demonstrată -13 Exemple diverse Vom termină acest capitol dând două exemple tipice caii pun bine în evidență nouile fenomene analitice ce se prezintă în cazul ecuației singulare a lui Fredholm Vom 7 100 adăugă în urmă o observație importantă datorită d-lui E Picard, anume că, în cazul singular, caracterul analitic în X al soluțiunii, depinde esențial de al doilea membru 14 Exemplu de spectru segmentar Să considerăm ecuațiunea integrală: (21) o) Acelaș calcul arată în acelaș timp că ecuația (3 1) admite de ase- i) H Weyl Singulare Integralgleichungen (Inaugural Disertation, 1908) 104 menea valoarea caracteristică — — cu funcțiunile caracteristice: 7Г X a2+x2 (a>o) CAP II II ECUAȚIUNI INTEGRALE DE ORDIN SUPERIOR 17 Defînițiuni; istoric Țrecerea la ecuațiunile mai generale de tipul Fredholm sau Volterra, poate fi făcută în două moduri diferite: i° Funcțiunea necunoscută poate să figureze în ecuațiune, la puteri de diferite grade )> 1; de exemplu: ?(x) -|- Xy*N (xs) y(s) ]ds = C și rezultatul precedent dă imediat, ca un caz particular, teorema d-lui E Picard 107 2° Se poate înlătură condițiunea f(o)=o, atâta timp cât f(o)=l 1(x) In acest caz soluțiunea lui (39) va fi : (40) Z(xy) = N(xy) 4- XN2(xy) + + XPNp+i(xy) + și această serie este o funcție întreagă de X b) Să considerăm ecuațiunea : P^xy) = P(xy) + A(xy) Ecuațiunea corespunzătoare a câmpului analitic este : x- = x+ a 1 ± I/1—4a 2 de unde se scoate: • ■=ț/r=E=a a^ 1-3 OP-3)2P-4, 1 2 p ceeace ne dă imediat soluțiuneâ ecuațiunii integrale P(xy) = A(xy) — Ai(xy) — — 1 ’-l ' 2P-iAp(xy)— Cealaltă soluțiune x2 nu mai convine; în adevăr, ea dă o funcțiune care nu mai este permutabilă cu A(xy), pentru că începe cu termenul constant 1 c) Să tratăm în fine, împreună cu d-1 Volterra, un exemplu de un gen cu totul diferit Să considerăm funcțiunea : X2 Xn V(x,y; X) = XA(xy) 4- — A2(xy) 4- 4- — An(xy) 4- Aceasta este o funcțiune întreagă de X; ea corespunde în к funcțiunii: eAa— j 143 Insă : — ea(Â+^)— I —(e^a— I) — (e^a— l) Vom aveâ, deci, imediat: V(xy; Х+[л)=Ѵ(ху; X)-|-V(xy; |л)+JV(xs; X)V(ys; p )ds ceeace stabilește pentru funcțiunea V(xy; X) o teoremă de adițiune integrală 23 Funcțiuni permutabile într’un interval fix1) Dacă două funcțiuni A(xy) și B(xy) sunt astfel că I A (xs)D(sy)ds = I D(xs)A(sy)ds a ■/ a vom spune că ele sunt permutabile în intervalul a b Toate proprietățile demonstrate la No 1 a acestui paragraf sunt adevărate și pentru această nouă clasă de funcțiuni, cum e foarte ușor de asigurat Se pot obține rezultate analoage celor obținute în cazul precedent, în modul următor : să considerăm corpul к de funcțiuni întregi sau meromorfe în X și care se anulează cu X; să considerăm în acelaș timp, corpul к a funcțiunilor ce se obțin, înlocuind în funcțiunile к puterile Iui X prin puterile compuse a unei funcțiuni A(xy) Funcțiunile corpului k sunt asemenea funcțiuni întregi sau meromorfe de X Aceasta e o consecință imediată a primei teoreme a lui Fredholm In adevăr, în virtutea teoremei d-lui Mittag-Leffler, expresiunea generală a unei clase generale de funcțiuni meromorfe de X, este: «+s[£+Д+-+(^+w] unde Pq(X) înseamnă un polinom de X, și f(X) o funcțiune întreagă In virtutea primei teoreme a d-lui Fredholm, funcțiunea corpului д к care corespunde la —Ц-, este funcțiunea meromorfă : Sq A A, Г *) Funcțiuni permutabile de a doua specie după d-1 Volterra H4 De asemenea, funcțiunea care corespunde funcțiunii: —1 4 este, abstracție făcând de un factor, derivata de ordinul p, (aq-X)p în raport cu —, a funcțiunii meromorfe precedente aq In fine, la o funcțiune întreagă de X în k, corespunde în k, de asemenea o funcțiune întreagă în X Teorema este astfel demonstrată Rezultă de aici că teorema generală din No 2, asupra rezolvirei ecuațiilor integrale este de asemenea valabilă în câmpul К a noilor funcțiuni Mai mult, soluțiunile sunt niște funcțiuni meromorfe de X 24 Extensiunea corpului K Se poate, în cele două cazuri, urmări mai departe analogia între corpurile К și k, din punctul de vedere următor: Dacă luăm o relațiune algebrică : F(xy) - o (F(o, o) - o) și dacă ne găsim în cazul general, ciclele de determinări a lui у care se anulează pentru x = o, vor fi date prin teorema lui Puiseux, și vom aveâ pentru aceste funcțiuni desvoltări după puterile fracționare a lui x E atunci locul a căută analoagele în К a acestor funcțiuni Prima problemă fundamentală de rezolvit va fi studiul ecuațiunii integrale binoame j Pn(xy)-= A(xy) Se va puteâ în iată estinde mai departe corespondența între n corpii К și k, făcând să corespundă lui l/a, funcțiunea P (xy) care se poate însemnă prin simbolul A-(xy) Acest punct de vedere sugerează, între altele și o importantă analogie între teoria lui Puiseux pentru ecuațiile algebrice și teoria lui Fuchs pentru ecuațiile diferențiare lineare Ne vom mărgini pentru moment la această scurtă observație (SfIrșit) 